AVRIL 2014

CONCOURS INGENIEURS STATISTICIENS ECONOMISTES

ISE Option Economie

CORRIGE DE LA 1** COMPOSITION DE MATHEMATIQUES

Probléme

Le symbole Ln désigne le logarithme népérien de base e, e =2,718.

Partie A

. N . ;. . s ’ . +%
On considére la fonction numérique h de la variable réelle x, définie sur R™, x > 0, par :

1 1
h(x)=-(X— -)—Lnx
®=5x=2)
Etudier trés précisément les variations de h.
On étudiera en particulier le signe et les variations de h’ et h’” pour établir le tableau
complet des variations de h ; on n’oubliera pas les points caractéristiques, leurs tangentes,
les limites et les asymptotes éventuelles de h, etc.

Quand x> + o0, h(x) tend vers + o
Quand x = 0, h(x) tend vers -

h’(x)=(x-1)¥2x?
h’ est donc positive pour x > 0, et nulle pour x = 1

h”’(x)=(x-1)/x
h*’ est négative pour x < 1, positive pour x > 1, nulleen x = 1
Donc h’ décroit sur (0, 1) de + 0 a 0, et croit de 0 a 1/2 sur (1,+ ).

0 1 + oo
hn _ O _|_
7
\
h> Ho 0 % (donc h’ > 0)

h M
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h est donc strictement croissante sur R, de - o0 a + o0, h(x) < 0 pour x < 0, et h(x) > 0
pour x > 0.

La courbe représentant h coupe I’axe des abscisses en un point unique, d’abscisse 1.
Pente au point (1, 0) : h’(1) = 0 (tangente horizontale)

Concavité : point d’inflexion en x = 1 ; évidente selon le signe de h’’ (concave avant le
point d’inflexion, convexe ensuite)

Asymptotes :

h(x)/x tend vers 1/2 quand x = + oo.
h(x) — x/2 est équivalent a — Ln x.
Pas d’asymptote.

Partie B

1) Soient les deux fonctions a(t) et b(t) de la variable réelle t, t € J = ]-1, + « [, définies par :
t) = ! t bt) =Ln(1 +t
a®=r7 et b®) = Ln(l + 9

Donner les développements limités a I’ordre 3 de a(t) et b(t) au voisinage de 0.
a(t)~1—t+t2-t

b(t) ~t— t;z + g

2) Montrer que b(t) <t — tz—z + ?, pourt e J.

Soit u(t) = Ln(1 +t) — (t - =+ 5.

Montrons que u(t) < 0.

w(t)y=-t/(1+1)

u’ est positive sur (-1, 0), négative ensuite, et nulle en t = 0.

Donc u croit sur (- 1, 0) de - 0 a 0, puis décroit sur (0, + o) de 0 a - .

Comme la valeur maximale de u est 0 pour t = 0, pour tout t dans J, u(t) < 0, d’ou le résultat
recherché.

3) On consideére la fonction numérique f de la variable réelle t € J = ]-1, + « [, définie par :

1,1
(1+)@*"e
() = et f(0) = 1
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3a - Quel est le signe de f?
f(t) = exp[(Ln(1 + t)).(t+2)/2t — 1], donc positive comme toute exponentielle.

3b - Montrer que f est continue en 0.

Lnf(t)=-1+(1/t +1/2)Ln(1 +1)

En utilisant le développement de Ln(1 + t) :

Lo f(t) ~- 1+ (1t +172)(t— /2 + t7/3) = t¥/12

Ln f(t) tend vers 0 quand t tend vers O ;

Donc f(t) tend vers e’ = 1 quand t tend vers 0.

Comme la fonction f a été définie en 0 par f(0) = 1, f est donc continue en 0.

4) Calculer f ’(t). Montrer que f est dérivable en 0.

Onsait que Ln f(t)=-1+ (1/t + 1/2)Ln(1 +t)
Donc f*(t)/f(t) = (1/t + 1/2)(1/(1 +t)) - Ln(1 + t)/t?

Existe-t-il £°(0) ?

Toujours avec le DL de Ln(1+t), ona:

PO/ ~ (18 + 1/2)(1 —t + ) — (t— t2/2 + £/3)/t2 ~ t/6 qui tend vers 0.
Lim £°(t) = 0 quand t = vers 0

Par ailleurs, (f(t) — f(0))/(t — 0) = {exp[(1/t + 2)(Ln(1 +t)).— 1] -1}/

[(1/t+ %) (Ln(1 +t))— 1]~ 1/t +1/2)(1 —t+t3)—1=1>/12
exp(t/12) ~ 1 + t¥/12

Donc f’(t)/f(t) ~t/12 = 0 quand t = 0.

Comme f(0) =1, £(0) = 0 et f est dérivable et f* continue en 0.

Partie C

1) On considere la fonction numérique g de la variable réelle t, t € J = ]-1, + o [, définie par :

1+t-—

g(t) = TM —Ln(1+1t)

Etablir un lien entre g et h (h introduite a la Partie A).
Il est évident que g(t) = h(1 + t).
Les variations de g s’en déduisent.

f(t).g(®)

2) Montrer que la dérivée f’°(t) peut étre mise sous la forme 2 bour t#0.

On a vu (question 4, partie B), que £(t)/f(t) = (1/t + 1/2)(1/(1 + 1)) - Ln(1 + t)/t?
£(t)/A(t) = [e(1/t +1/2)(1/(1 +t)) - Ln(1 + )]/

=[((1+12-1)2(1 + 1)) - Ln(1 + t)]/&2

=[((1+1)-1/(1 +1))/2 - Ln(1 + t)]/£2 = g(t)/2

D’ou : £(t) = f(t).g(t)/
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3) Démontrer que f’ est continue pour tout t € J.

On sait que f et g étant définies et continues sur J, leur produit également.
£2(t) = f(t) g(t)/t* ’est donc aussi sur U, sauf en 0.

Or, d’apres la question 4 de la partie B, f* est continue en 0.

f> est donc continue sur J.

4) A partir des tableaux de variations de g et f, montrer que f(t) > 1 pour tout t € J.

On sait que g(t) = h(1+t) (h étudiée en Partie A), donc s’annule en t = 0, est négative
pour -1 <t <0, et est positive pour t > 0.

Par ailleurs, f est strictement positive (question 3a, partie B)

Donc f* est négative pour t < 0, et positive pour t > 0 (et non définie en 0, mais sa continuité
a été vue précédemment).

Donc f est décroissante sur ]-1, O[, croissante pour t > 0, et sa valeur minimale est f(0) = 1.
On en déduit donc que, pour tout appartenant a J, f(t) > 1.

2 3
5) Montrer que Ln f(t) < ’r + - pourt e J.

Lnf(t)=-1+(1/t +1/2)Ln(1 +1)

Comme Ln(1 +t) < t— /2 + t*/3 (question 2, Partic B), on a :

Lo f(t) <- 1+ (1/t +1/2) (t—t¥/2 + t'/3) puisque (1/t + %) > 0
2 t3

En développant, on trouve aisément que Ln f(t) < ) + -

Partie D

Soit une suite {u,}, a termes positifs, n entier > 0 ; on définit la suite U, par :
Ul’l = Zﬂzl uk

1) Montrer qu’une condition nécessaire pour que la suite {U,} admette une limite finie U est
que u, 2 0 quand n 2> +eo.

Supposons que U, converge vers U, U <+ .

Up,—Upi=u,

Limg .. (Up—Up) =U-U=0=limu,

2) Que peut-on dire du comportement de la suite U, si u, ne tend pas vers 0 quand
n-> +ow?
On sait que si A = B, B* = A°, ou A® et B sont les contraires de A et B.

Donc, de la question 1, on déduit que si u, ne tend pas vers 0, alors U, ne converge pas vers
une limite finie U (elle est divergente).

3) Pour x réel > 0, n entier > 0, on définit la suite de fonctions {u,(x)} de terme général :

(nx)"vn

Un(X) = n!

1
Montrer que, pour X > 0, le ratio up+1(X)/uy(x) est €gal a e.x.f(;) ou f a ét¢ définie en B3.

Calcul immédiat en remarquant que f(1/n) = [(n+1)/n]“”/ 2
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4) Dans cette question, on suppose que ex > 1.

4a — Montrer que la suite de terme général {u,(x)}, n entier > 0, est une suite croissante.
Up+1(X)/up(x) > f(1/n), lui-méme > 1, d’apres les variations de f (question 4, Partie C).
Comme u,(x) est positif, la suite {u,(x)} est croissante.

4b - En déduire alors la nature de la suite associée {Uy(x)} ot Un(x) = YR Ug(x).

Pour tout entier n > 0, uy(x) > u;(x) puisque u, est croissante.

Soit m la limite de uy(x), alors on a m > u;(x) > 0, ce qui montre que la suite {u,} ne
converge pas vers 0.

Par conséquent, d’aprés la question 2 de cette Partie D, la suite de terme général U, est
divergente, car ne converge pas vers une limite finie U

5) Dans cette question, on suppose que ex < 1.
Soit q un nombre réel tel que ex <q < 1.

5a - Montrer qu’il existe un entier N tel que, pour tout n > N, u,1(X)/uy(x) < q.
Soit q un nombre réel tel que ex <q < 1.

Un+1(X)/un(x) = ex.f(1/n), et lim f(1/n) = f(0) = 1 quand n = + .

Donc la limite de uy+1(X)/un(X) = ex, quand n = + oo, et ex < q.

Alors, il existe un entier N tel que, pour tout n > N, uy+1(X)/un(x) < q.

5b - En déduire alors que, pour tout n > N, un(x) < ¢"™ un(x).
Pour tout n > N : up1(Xx) < q.up(x)
On obtient aisément par récurrence : un(x) < @™ .un(x).

5¢ - Quelle est la nature de la suite {Up(x)} ?
Un(X) = Y=la+tn uk(x) = Zkzlé(N-l) uk(x) + 2Xi=Nan uk(x) = A(X, N) + Xk=Nan uk(x), en notant
A(x, N) = Zj=ran-1) uk(x)

Par ailleurs, pour n > N, uy(x) est > 0, et vérifie que uy(x) < q".un(x), avec 0 < q < 1.
On en déduit que :
Zk=Nan Uk(X) < uN(X). Zk=Nan qk'N =un(x). [1 = (1 = 9)"~"]/q, quantité finie car 0 < q < 1.

Donc Uy(x) est croissante et majorée par A(x, N) + un(x). [1 — (1 — q)n'NH]/q.
Elle est donc convergente.

6) On définit les deux suites v, et wy, n entier > 0 :

k

;l

&

et W = Zﬁzl k!

"V

Vn
n!

Quelles sont les limites de ces deux suites ?

On remarque que v, n’est autre que u,(1/3).

Comme e.1/3 est < 1, la suite V,, = Zvy est convergente (question 5, Partie D).
Et donc lim v, = 0 (question 1, Partie D).

De méme, wy, = Zi—1an Uk(1/2)

e/2 > 1, et donc d’aprés la question 4 de cette méme partie, la suite Zy—js ux(1/2) est
divergente, et a termes positifs ; w, ne converge pas et sa limite est + o.
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1
7) On définit la suite un(g).

1
7a — Donner 1’expression de un(;).
un(1/e) = (n/e)”.n'? / n!

1 1
7b — Pour tout entier k > 1, calculer le rapport R(k, e) = uk+1(;) / uk(g).
u+1(1/e)/u(1/e) = e.1/ef(1/k) = f(1/k) > 1.
7c — Montrer, en utilisant la question 5 de la partie C, que Ln R(k, €) est majoré par

1 n 1
MO =T " o
En passant par les logarithmes népériens :
Ln ue(1/e) — Ln u(l/e) = Ln f(1/k) < (1/k?)/12 + (1/k)*/6, d’aprés la question 5 de la
Partie C.
Ln uei(1/e) — Ln w(1/e) < 1/12k* + 1/6k

7d — En déduire que, pour n entier > 1 :

Ln[un(é)] <-1+¥IM(k)

En sommant 1’inégalité de la question précédente pour k allant de 1 a n-1, on obtient :
Zk:]é n-1 [Ll’l uk+1(1/e) —Ln uk(l/e)] < Zkzl;‘m_l (1/121{2 + 1/61(3)

Soit :

[Ln uy(1/e) — Ln u;(1/e)] < Sieran (1/12Kk2 + 1/6k%)

Oruy(1/e) = 1/e, donc Lnu;(1/e) =- 1, et il s’en suit :
Ln up(1/e) < - 1 + Zycyan (1/12k% + 1/6k°), pour n > 1
1
7e — Montrer que la suite un(;) est majorée.
Selon les régles classiques, les suites (1/k?) et (1/k’) convergent (décroissantes et minorées
par 0).
Notons D et T leurs limites respectives (inutile de chercher a les calculer).
On obtient : Ln uy(1/e) <- 1+ D/12 +T/6

un(1/e) < exp[- 1 + D/12 + T/6], donc u,(1/€) est une suite majorée (et croissante).

"

8) Soit la suite z, = en —, n entier > 0.

. 1
8a — Donner une relation entre z, et un(;).
De facon immédiate : z,= n’V z.un(l/e).

8b — Quelle est la limite de la suite z, quand n tend vers + « ?

Comme un(1/e) est une suite a termes positifs, croissante et majorée, elle converge vers une
limite réelle notée u.

Or n'"? tend vers 0 quand n = + o, et donc le produit n!? .up(1/€) = z, tend vers 0.
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AVRIL 2014

CONCOURS INGENIEURS STATISTICIENS ECONOMISTES

ISE Option Economie

CORRIGE DE LA 2™ COMPOSITION DE MATHEMATIQUES

Probléme 1

Soit a un paramétre réel qui vérifie 0 <a < 1.
N désigne un entier fixé, N > 1.

1) On considere la suite (u,) de nombres réels vérifiant les relations suivantes :

Ug = 0
uN = 1
up = a.Up+ + (1 —a)uy.g, pour toutn >0

Exprimer u, en fonction de n, N et a (on discutera selon les valeurs du parametre a).

alUps; — Uy + (I —a)u,; =0
Equation caractéristique : ar* -r+ (1 —a)=0
D =(1-2a)?

Casn®°l:a=1/2

Racine doubler=1/2a=1

La solution générale de la suite s’écrit sous la forme u, = s + tn
u=0=s

uny=1=s+tN

D’ous=0ett=1/N

u, = n/N

Casn®2:a#1/2

Deux racines distinctes : r; = (1 —a)/aetr, =1
Solution générale : u, = s(1)" + t[(1 — a)++- /a]"
w=0=s+t

un=1=s+t[(1—a)a]"

Dous=-tett=1/[((1-a)a)N—1]

La solution générale de la suite est :
up = [1—((1—a)ya)"T/[1 - ((1 -a)/a)']
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2) On considere la suite (v,) de nombres réels vérifiant les relations suivantes :

Vo= 1
VN = 0
Vp = a.Vp1 T (1 — a)vy.g, pour tout n >0

Exprimer v, en fonction de n, N et a.

a.Vn+1 - Vn + (1 - a)Vn_l = 0
L’équation caractéristique est inchangée : ar*-r+ (1 —a)=0
D =(1-2a)?

Casn°l:a=1/2

Racine double r = 1/2a

La solution générale de la suite s’écrit sous la forme v, =s + tn
A\ 1=s

vww=0=s+tN

Dous=1lett=-1/N

u, = 1-n/N

Casn®2:a#1/2

Deux racines distinctes : r; = (1 —a)/aetr, =1
Solution générale : v, = s(1)" + t[(1 —a)/a]"
vo=1=s+t

vw=0=s+t[(l—a)a]"

Dous=1-tett=1/[1-((1-a)a)]

La solution générale de la suite est :

v =[((1 —a)/a)" = (1 —a)/a)™] / [1 = (1 — a)/a)"]

Probléme 2

Le Calife appelle son Grand Vizir, et lui tient ce discours :

« Cher ami, tout le monde sait que tu réves de prendre ma succession quand je me retirerai.

Alors pour que tout soit clair entre nous, je te propose le jeu suivant.

J’ai dans les mains deux sacs de forme et de couleurs identiques. Celui que je tiens dans ma
main droite contient deux boules rouges, celui que j’ai dans ma main gauche en contient

trois. Tu peux vérifier.

Voici six boules bleues : je te laisse les mettre dans ces sacs comme tu le souhaites.
Quand tu auras procédé a la totale répartition de ces six boules bleues entre les deux sacs,
tu fermeras les yeux, je tirerai au sort, enticrement au hasard, un sac, et tu choisiras une

boule au hasard dans le sac que je te proposerai.
Si la boule est bleue, tu prendras ma succession instantanément.
Mais si elle est rouge, tu seras banni a jamais et condamné a I’exil ».

Comment le Grand Vizir doit-il répartir ses six boules bleues entre les deux sacs de fagon a

maximiser ses chances de devenir Calife ?
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Appelons A le sac que le Calife tient dans sa main droite, et B celui de la main gauche.

Soit x le nombre de billes bleues que le Vizir va mettre dans A, et donc 6 — x le nombre de
billes bleues qui iront dans B ; 0 <x <6.

Juste avant le tirage, le sac A contient alors x + 2 boules, 2 rouges et x bleues ; B en contient
9 —x, 3 rouges et 6 — x bleues.

La probabilité que le Vizir devienne Calife est qu’il tire une boule bleue.

P(Bleue) = P(Bleue/A).P(A) + P(Bleue/B).P(B)

P(Bleue/A) = x/(x +2)
P(Bleue/B) = (6 — x)/(9 — x)

P(Bleue) = [x/(x + 2) + (6 — X)/(9 — x)]/2

11 suffit alors de faire varier x de 0 a 6 et de voir pour quelle valeur de x cette probabilité est
maximale.

X 0 1 2 3 4 5 6

P(Bleue) 0,333 0,479 0,536 0,55 0,533 0,482 0,375

Le meilleur choix est x = 3, répartition égale entre les deux sacs.

Probléme 3

C désigne le corps des nombres complexes.

Partie A

Soit f 1’application de C dans C qui, a tout complexe z, z # — 3, associe f(z) défini par :
f(z)=(z+1-1)/(z+3)

M désigne le point courant d’affixe z.

1) Déterminer I’ensemble, noté U, des points M tels que le module |f(z)| de f(z) soit égal a 1.

Soit A le point d’affixe —(1+1), B le point d’affixe (-3).
[f(z)| =1 <> BM/AM = 1, soit BM = AM.
L’ensemble U est donc la médiatrice du segment AB.

2) Déterminer I’ensemble V des points M tels que f(z) soit un nombre réel strictement
négatif.

Ecrivons f(z) sous une forme trigonométrique : f(z) = r(cosq + i.sinq).
Pour que f(z) soit un réel, il faut que sinq =0, soitq=0ou =.

Pour que f(z) soit négatif, il faut que q = r.

- -
L’argument de f(z) est ’angle (MB, MA).
Donc V est le segment AB, sauf les points A et B.
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3) Déterminer I’ensemble W des points M tels que |f(z)| soit un nombre imaginaire pur.

Comme a la question précédente, pour que f(z) soit un imaginaire pur, il faut que q = 7/2
(modulo 2 7).

M voit le segment AB sous un angle droit: W est donc le cercle de diametre AB,
a ’exception du point A.

Partie B

Soit g I’application de C dans C qui, a tout complexe z, z # 21, associe g(z) défini par :

g(z)=(z- /(z-2i)
M désigne le point courant d’affixe z.

1) Ecrire g(i) sous forme cartésienne et sous forme trigonométrique.

g()=-(1+1)
r=2"etq=-37/4

2) Résoudre 1’équation g(z) = 2i
g(z)=2i=(z-1/N(z-21)) > z(1 -21)=5
ouz=1+2i

3) Déterminer I’ensemble A des points M tels que |g(z)| =2.

Soitz=x + 1y

(x— 1)+ y2 = 4[>+ (y - 2)7]

Ce qui conduit a :

3x2+3y*+2x—-16y+15=0

Ou encore : (x + 1/3)> + (y — 8/3)>=20/9

A est donc le cercle de centre (- 1/3, +8/3) et de rayon 2.5"%/3

4) Déterminer I’ensemble B des points M tels que 1’argument arg(g(z)) soit égal a 7 /2,
modulo 27 .

Notons par E le point d’affixe 2i et F le point d’affixe 1.

- -

B est I’ensemble des points M tels que 1’angle (MF, ME) est égal a 7 /2, modulo 27 .
C’est donc le demi-cercle de diamétre EF situé au-dessus du diameétre.
En effet, pour le demi-cercle au-dessous du diameétre, I’angle orienté est égala- 7 /2.

5) Etudier I’intersection de A et B.
L’intersection de A et B est unique, et est 1 + 2i.
6) Résoudre 1’équation f(z) = g(z).

z-DN(z-20)=(z+1-D/(z+3)ez(1+3i)=1-2i
Ouencore: z=- (1 +1)/2
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Probléme 4

Le symbole Ln désigne le logarithme népérien, de base e = 2,718.

On considere la famille de fonctions f,p, ou a et b sont deux paramétres réels, définie sur
R™ - {1}, par:

f,5(x) = ax + b(Ln x)™!

1 — Déterminer les réels a et b pour que la courbe C représentant graphiquement f,, dans le
repere orthonormé usuel coupe 1’axe des abscisses au point E (e, 0), et pour que la tangente a
C au point E soit parall¢le a la droite y = 2x.

Dans la suite du probléme, on notera par f la fonction correspondant aux valeurs ainsi
trouvées de a et b.

fap(e) =ae+b

fap(x) = a — b/(x.Ln*x)
fap(e)=a—ble=2
Cequiconduitaa=1letb=-e.
f(x) =x — e/Lnx

2 — Etudier trés précisément les variations de f (dérivées, concavité, limites, asymptotes
éventuelles, intersection avec les axes, etc ...).

Domaine de définition : R™* - {1}
Dérivée : £°(x) = 1 + e/(x.Lnx), qui est strictement positive

Dérivée seconde :

£°(x) = - e.Lnx(2 + Lnx)/(x%Ln*x)

£ est négative pour x < e~ et x > 1, et négative entre e et 1. La concavité s’en déduit.
> s’annule pour x = 1 (mais £ n’y est pas définie) et pour x = ¢,

Au point d’abscisse ¢, la pente est £(e?) =1+ ¢*/4 ~ 6.

Limites :

x20:fx)=20

x 2 1 f(x) 2+
X2 1 f(x) 2 -
X2 +ow:f(x) 2>+

Point remarquable : outre le point d’inflexion, la courbe représentant f coupe I’axe des
abscisses (f(x) = 0) au point d’abscisse e. D’apres la question 1, la pente en (e, 0) est 2.

Pente a I’origine :
(f(x) = f(0))/(x — 0) = 1 — e/(xLnx) = o quand x = 0.
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Asymptote :
La droite x = 1 est asymptote verticale.
La droite y = x est asymptote oblique (f(x)/x =2 1 et f(x) —x = 0 quand x 2> +

Tableau de variations

0 e? 1 € + o0

f +oN6/¢%+oo\
' o/ﬁ 0/%

3 — Soit la fonction g définie sur I’intervalle R™ — {1} par :
g p

g(x) =x — e/(x.Lnx)
3a) Etudier les positions respectives des courbes F et G représentant les fonctions f et g.

g(x) — f(x) = e(x-1)/(xLn x)
g(x) — f(x) > 0, donc G au dessus de F.
03b) Calculer une primitive de g(x).

Une primitive de g est x%/2 — e.Jdx/(x.Lnx) + K, ot K est une constante quelconque.
En posant u = Lnx, Jdx/(x.Lnx) = [du/u = Lnu = Ln(Lnx)
Primitive : K + x*/2 — e.Ln(Lnx)
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